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Inleiding

Het aanleren van rationale getallen, m.n. breuken, kommagetallen en procenten,
verloopt voor veel leerlingen met de nodige moeilijkheden.' Een goede kennis van
rationale getallen vormt nochtans de basis voor meer geavanceerde wiskunde,
zoals algebra en kansrekening. Het vergt van leerkrachten dan ook de nodige
kennis om op een doeltreffende manier met deze uitdaging om te gaan.

Met dit boek willen we leerkrachten en studenten uit de lerarenopleiding een hou-
vast aanreiken om rationale getallen in de basisschool te onderwijzen. De nadruk
ligt hierbij op het inzichtelijk opbouwen van de leerinhoud, waardoor een betere
verankering van de leerstof bij leerlingen mogelijk is. Het boek is het resultaat van
een samenwerking tussen de KU Leuven, Groep T, Thomas More en Vives waar-
bij een lessenpakket rond het onderwijzen van rationale getallen ontwikkeld werd,
dat door onderzoek zijn nut heeft bewezen.? Onderstaande krachtlijnen vormen
de basis voor het lessenpakket.

Aandacht voor voorkennis van en moeilijkheden bij leerlingen

Met behulp van cartoons en antwoorden van leerlingen op wiskundige problemen
willen we (toekomstige) leerkrachten op de hoogte brengen van de concepten
die moeilijk zijn voor de leerlingen en hoe men, door middel van krachtige instruc-
tie, algemene misvattingen van leerlingen kan voorkomen.

Een van de oorzaken van de moeilijkheden die leerlingen ondervinden bij rationale
getallen heeft te maken met het feit dat hun voorkennis over natuurlijke getallen
soms hinderend kan werken bij (bewerkingen met) rationale getallen. Veel leer-
lingen veralgemenen principes die gelden bij natuurlijke getallen naar rationale
getallen, ook voor aspecten waar deze principes niet van toepassing zijn. Een
aantal voorbeelden van veelvoorkomende misvattingen zijn “vermenigvuldigen
maakt altijd groter, delen maakt altijd kleiner”, “een getal met meer decimalen is
een groter getal”, “hoe groter de teller, hoe groter de breuk”, “tussen twee breu-
ken ligt een eindig aantal breuken” en “je kan een rationaal getal slechts op één
manier voorstellen”.

In voorliggend boek zal expliciet aandacht worden besteed aan misvattingen en
leermoeilijkheden bij leerlingen over rationale getallen. Er wordt stilgestaan bij
zowel gelijkenissen als bij verschillen tussen (bewerkingen met) natuurlijke getal-
len en (bewerkingen met) rationale getallen.

1 Zie bijv. Clarke, D. M., & Roche, A. (2009). Students’ fraction comparison strategies as a window
into robust understanding and possible pointers for instruction. Educational Studies in Mathema-
tics, 72, 127-138. Vamvakoussi, X., Christou, K.P., Mertens, L., & Van Dooren, W. (2011). What
fills the gap between the discrete and the dense? Greek and Flemish students’ understanding of
density. Learning and Instruction, 21, 676-685.

2 School of Education project: “Een lessenreeks voor rationale getallen in de lerarenopleiding
basisonderwijs”.
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Inzetten van een brede waaier aan representatievormen

In het boek wordt een brede waaier aan voorstellingswijzen voor het aanleren van
rationale getallen aangeboden die, rekening houdend met specifiecke noden van
leerlingen, flexibel ingezet kan worden in de klaspraktijk.

Voor elk van de onderwerpen zullen toekomstige leerkrachten kennis maken
met verschillende concrete, schematische en abstracte voorstellingswijzen. Er
wordt aangetoond hoe leerlingen op het concrete niveau wiskundige principes
kunnen vaststellen. Met behulp van diverse schema’s en modellen kan overge-
gaan worden naar een meer abstract niveau. Voordelen en nadelen van de ver-
schillende voorstellingswijzen, naargelang een bepaalde context en een bepaalde
groep leerlingen, worden uitdrukkelijk besproken.

Met behulp van concrete toepassingstaken staat de relatie met de dagdagelijkse
klassituatie centraal. Deze toepassingstaak kan o.m. bestaan uit het bespreken
van bestaande handleidingen voor rationale getallen in de lagere school of uit het
analyseren van leerlingenmateriaal (op toetsen of werkblaadjes).

De inhoud van dit boek werd gedurende het schooljaar 2013-2014 onderwezen in
drie Vlaamse lerarenopleidingen. Met behulp van een voor- en een nameting werd
de groei die studenten in de lerarenopleiding doormaken in hun vakinhoudelijke
(het zelf beheersen van leerinhouden over rationale getallen) en vakdidactische
kennis (de kennis die ingezet wordt bij het onderwijzen van rationale getallen,
m.n. de kennis over het denkproces van leerlingen over en instructietechnieken
voor rationale getallen) nagegaan. Deze groei werd vergeleken met de groei van
een vergelijkbare groep van leerlingen die de gewone lessenreeks rond rationale
getallen in hun lerarenopleiding volgden, die aanzienlijk verschilde ten aanzien
van de hierboven vermelde krachtlijnen (m.n. de aandacht voor voorkennis van
en moeilijkheden bij leerlingen en het inzetten van een brede waaier aan voorstel-
lingswijzen). Het onderzoeksproject stelde een significant grotere leerwinst vast
in zowel de vakinhoudelijke als vakdidactische kennis in vergelijking met de con-
trolegroep die de gewone lessenreeks in hun lerarenopleiding volgde. We hopen
dan ook dat dit boek inspirerend kan werken voor vele (toekomstige) leerkrachten
om het onderwijzen van een moeilijke leerinhoud, zoals rationale getallen, inzich-
telijk te maken voor leerlingen.

Onze dank gaat uitdrukkelijk uit naar het expertisenetwerk School of Education,
dat de financiering van het ontwikkelen en evalueren van deze onderzoeksge-
baseerde lessenreeks mogelijk maakte. Tevens willen we van harte prof. Lieven
Verschaffel, prof. Wim Van Dooren en dr. Joke Torbeyns van de KU Leuven
danken voor hun waardevolle inbreng bij het tot stand komen van de lessenreeks
en dit boek.

Fien Depaepe



KB Rationale getallen

1.1 De verzameling van de rationale getallen

Eerder maakte je al kennis met de volgende verzamelingen:

kD
=
o
Q
=
o
=
®©
-
[5)
S

NN = verzameling van de natuurlijke getallen
={0,1,2,8,4,5, ...}
Z = verzameling van de gehele getallen

={O| 11'1| 21 '2| 3, '3, }

Deze verzamelingen kun je nog verder uitbreiden.

Een rationaal getal is een getal dat je kan uitdrukken als een breuk 2 waarbij a
enb €Z en b # 0. De verzameling van de rationale getallen stel je voor door de
letter Q.

“Dat zijn eigen-
lijk getallen die
tussen O en 1

“Dat zijn
breuken.”

liggen.”
“Alle rationale getallen zijn
“Leg in je eigen woorden uit eigenlijk gewoon natuurlijke
wat rationale getallen zijn!” getallen.”
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Hoewel je alle rationale getallen kan weergeven in de vorm van een breuk, mag
Je niet spreken van breuken als een synoniem. Rationale getallen kunnen ook
andere representaties aannemen (kommagetallen, procenten) en groter zijn dan 1
(vb. % ) en kleiner dan O (vb. 51 ). Tot slot zijn niet alle rationale getallen natuurlijke
getallen. Het omgekeerde geldt wel: alle natuurlijke getallen zijn rationale getallen.

Een breuk (vb. %, %, g) is dus slechts één mogelijke representatie van een
rationaal getal. Naast deze representatie zijn er nog twee andere:

- kommagetallen, bv. 0,5; 0,75; 1,5
- procenten, bv. 50%, 75%; 150%

.7,453 .275%

Net als natuurlijke getallen, kun je ook rationale getallen voorstellen op een
getallenas.

Voorbeeld

Elk rationaal getal kan je dus voorstellen op oneindig veel manieren.

Vb. -2 =05=50% = & =0,50=50,0%=...




Rationale getallen

/ - . “We zouden dan 2 nieuwe
ﬁ ‘ getallenassen moeten tekenen.”

0 “Neen, want op deze getallenas
./ staan enkel breuken.”

ENES
NN

“Kunnen we nu ook 25% en 0,75 aanduiden op deze getallenas?”

De leerlingen denken dat elke plaats op de getallenas overeenkomt met precies
één unieke representatie, maar eenzelfde plaats op de getallenas kan je in ver-
schillende representaties voorstellen, bv.: 0,75 = 3 =75%.

1.2 De overgang van natuurlijke naar rationale getallen

Hieronder zie je de antwoorden van Ruben (zesde leerjaar) op een aantal oefe-
ningen:

1) Vulin met < of >.

a) 4<. 6 b) g>% 1) 0,465>. 0,51
2) Bereken
- 5.5 &
) 15 2*6 T 3 e
b) 3xs=.24 d) % % ;’Z‘?Q %9

Ruben heeft duidelijk problemen met het maken van deze oefeningen. Bij oefe-
ning 1 lost hij de eerste opgave nog wel goed op, maar bij de andere twee opga-
ven kiest hij voor het verkeerde symbool. Ook bij oefening 2 kan hij slechts de
helft van de opgaven (b en d) goed beantwoorden.

Bij het oplossen van deze opgaven baseert Ruben zich waarschijnlijk op zijn voor-
kennis in verband met het aanleren van de rekenregels van natuurlijke getallen.
Zo redeneert hij bij de eerste oefening dat 9 > 6 en 465 > 51 en kiest hij dus
tweemaal voor >. Bij de bewerkingen in de tweede oefening kiest Ruben er in de
eerste opgave voor om de teller en de noemer te delen door het natuurlijk getal 2.
In de derde opgave telt hij de tellers en de noemers afzonderlijk op. De rekenre-
gels van de bewerkingen met natuurlijke getallen worden hier dus onterecht
toegepast op de bewerkingen met rationale getallen. Het is belangrijk om in
je klaspraktijk expliciet te verwijzen naar verschillen tussen natuurlijke en rationale
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getallen en te wijzen op het gevaar dat de regels die gelden voor natuurlijke getal-
len ook worden toegepast op de rationale getallen.

Hieronder volgt een overzicht van vier aspecten waarbij leerlingen de voorkennis
in verband met natuurlijke getallen niet zomaar mogen doortrekken naar rationale
getallen.

1.21 Verschillen in aantal representaties

Zolang de kennis van leerlingen

Als je de kennis van natuurlijke
getallen uitbreidt naar de rationale
getallen, dan ontdekken leerlingen dat
elk rationaal getal drie verschillende
representaties heeft:

1. Breuk
2. Kommagetal
3. Procent

beperkt is tot de natuurlijke getallen,
kennen ze slechts één mogelijke
representatie voor elk natuurlijk
getal.

Voorbeelden

1.

De schrijfwijze voor 2 als natuurlijk getal is 2. Na kennismaking met de ratio-

nale getallen kan je dit ook noteren als: ‘QL ;2,05 200%; ...

Een kwart kan je zowel voorstellen door JT ; 0,25 en 25%. Bovendien kan
i JT ook nog schrijven als %; %; ... en kan je het ook op oneindig veel
manieren als kommagetal of procent voorstellen (0,250 ; 0,2500 ; 25,0% ;
25,00% ; ...).

1.2.2 Verschillen in vergelijken en ordenen

Om natuurlijke getallen te vergelijken

Rationale getallen kun je niet

en te ordenen kun je nagaan welk
getal je in de telrij als eerste
tegenkomt.

vergelijken en ordenen door middel
van een telrij.

Voorbeeld

0,1,2,3,4,5,6,7,8,9, ...

--> 4 komt in deze rij voor 5, dus 4 < 5 maar dit betekent niet dat

1 1
T <

5 -




Rationale getallen

1) % en 50%

2) 3,16 en3,7

“50%, want 50 is groter dan 3 en 50 is groter dan 6.”

“Je kunt ze niet met elkaar vergelijken.”

) Welkvan de twee is het grootst?” “3,16 s groter dan 3,7 omdat 16 groter is dan 7."

Bij natuurlijke getallen zijn getallen met meer ciffers altijd groter, maar dat geldt
niet meer voor rationale getallen. Bjj breuken beschouwen leerlingen teller en
noemer vaak als twee afzonderlijke gehelen, terwijl je ze als één geheel moet
bekijken. Rationale getallen met een verschillende representatie kun je wel met
elkaar vergelijken door ze eerst om te zetten in één en dezelfde representatie.

1.2.3 Discreet versus dicht

De verzameling van de natuurlijke De verzameling van de rationale
getallen is discreet. getallen is dicht.

Voorbeeld

Hoeveel getallen liggen er tussen 35 en 377

--> Bij de natuurlijke getallen is het antwoord “één, nl. het getal 36". Bij de ratio-
nale getallen is het antwoord “oneindig veel, bv. 35,83; 36; 36,042; ..."

0,5 0,6

“Geen, want 6 komt na 5.”

“Hoeveel getallen liggen er tussen
“Fout juf! Er liggen negen getallen 0,5en0,6?"
tussen: 0,51; 0,52; ... en 0,59.” ~

Beide leerlingen gaan ervan uit dat er een eindig aantal getallen ligt tussen 0,5 en
0,6 maar in werkelijkheid zijn het er oneindig veel (0,513; 0,5378 ...).
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1.24 Verschillen in bewerkingen

Optellen

Om natuurlijke getallen bij elkaar op | Om breuken bij elkaar op te tellen,

te tellen, moet je de termen met mag je de overeenkomstige delen van

elkaar optellen. de breuken (teller versus noemer)
niet bij elkaar optellen.

Voorbeelden
1. 1+5=6

1,5_,1+456 _6
2. 3*4*F3a7

Aftrekken

Om natuurlijke getallen van elkaar af | Om breuken van elkaar af te trekken,

te trekken, moet je de termen van mag je de overeenkomstige delen van

elkaar aftrekken. de breuken (teller vs. noemer) niet
van elkaar aftrekken.

Voorbeelden

W= Bw
n

n
oo wn

“Dat is heel eenvoudig,g A

“Bereken de volgende opgaven.”
“56-1is4en6-3is 3, dus%




Rationale getallen

Verwenigvuldigen

Bij het vermenigvuldigen van twee Bij het vermenigvuldigen van twee
natuurlijke getallen bekom je altijd rationale getallen kan je een product
een product dat groter is dan beide | bekomen dat kleiner is dan (één
natuurlijke getallen. van) beide rationale getallen.

Voorbeelden

1. 6x4=24en24>6en24 >4
2. 4x0,5=2en2>05maar2<4

Pelen

Bij het delen van twee natuurlijke Bij het delen van twee rationale
getallen bekom je altijd een quotiént | getallen kan je een quotiént bekomen
dat kleiner is dan het deeltal. dat groter is dan het deeltal.

Voorbeelden

1. 12:83=4en4< 12
2. 12:0,3=40 maar 40 > 12

“Neen, want bij vermenigvul-
digen kom je toch altijd iets

groter uit” 1.)8x0,8=6,4

- . 2.)4:0,25=16
“Zijn deze oefeningen correct?” )

“En bij delen iets kleiner. Ze zijn dus allebei fout.”
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1.3 De verzameling van de irrationale getallen

Niet alle getallen kun je uitdrukken als een breuk & waarbijaenb&Z enb =0
(bv. niet-repeterende kommagetallen). Dat wil dus zeggen dat je de verzameling
van de rationale getallen moet uitbreiden. De getallen die je niet kunt uitdrukken
in een breuk noem je de irrationale getallen. De rationale getallen en de irratio-
nale getallen vormen samen de verzameling van de reéle getallen die je voorstelt
door R.

14211 A2

.7,453 .275%

8J7




Breuken, kommagetallen en procenten, de zogenoemde rationale getallen,
worden beschouwd als één van de moeilijkste wiskundige domeinen in de basis-
school. Met dit boek willen de auteurs (toekomstige) leerkrachten met de
nodige vakinhoudelijke en -didactische kennis wapenen. Zo kunnen ze op een
doeltreffende manier inspelen op de voorkennis van leerlingen.

In de didactiek rond rationale getallen staan drie pijlers centraal. Ten eerste
ligt er een sterke klemtoon op misvattingen en leermoeilijkheden bij leerlin-
gen, verder wordt een brede waaier aan concrete, schematische en abstracte
voorstellingswijzen aangereikt, en ten slotte wordt er gewaakt over een ster-
ke link met de dagelijkse klaspraktijk van het basisonderwijs.
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